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られている (例えば、[1, 4] 参照) 。表現定理によって、すべてのファジイ集合のクラスと
ある性質をもつ集合族のクラスの間には1対1の対応があることが知られている (例え












a, b\in \mathbb{R} に対して、 [a, b] =\{x\in \mathbb{R}: a\leq x\leq b\}, [a, b[=\{x\in \mathbb{R}: a\leq x<b\}, ]a, b] =
\{x \in \mathbb{R} : a< x \leq b\}, ]a, b[= \{x \in \mathbb{R}: a < x < b\} とする。 \mathbb{N} をすべての自然数の集合
とし
\mathcal{N}_{\infty}= { N\subset \mathbb{N} : \mathbb{N}\backslash N finite} = {subsequences of \mathbb{N} containing all k beyond some k_{0} }




とする。列 \{x_{k}\}_{k\in \mathbb{N}} の部分列はある N \in \mathcal{N}_{\infty}\# に対して \{x_{k}\}_{k\in N} の形で表される。 \mathbb{N} に
おける k \rightarrow \infty のとき \displaystyle \lim_{k}, \displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty} または \displaystyle \lim_{k\in \mathbb{N}} と書くが、添字集合 N \in \mathcal{N}_{\infty}\# また
は  N \in \mathcal{N}_{\infty} に対しての場合は \displaystyle \lim_{k\in N} または \displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty,N} と書く。集合 C \subset \mathbb{R}^{n} に対して、
\mathrm{c}1(C) を C の閉包とし、 C^{c} を C の補集合とする。
2.1 集合列の極限
まず、集合列の極限を定義する。
定義1 ([6] の Definition 4. 1) \mathbb{R}^{n} の部分集合の列 \{C_{k}\}_{k\in \mathbb{N}} に対して、その下極限を集合
\displaystyle \lim_{k\rightarrow}\inf_{\infty}C_{k} = { x\in \mathbb{R}^{n} : \exists N\in \mathcal{N}_{\infty}, \exists x_{k}\in C_{k}(k\in N) with x_{k_{\vec{N}}}x }
と定義し、その上極限を集合
\displaystyle \lim_{k\rightarrow}\sup_{\infty}C_{k} = { x\in \mathbb{R}^{n} : \exists N\in \mathcal{N}_{\infty}^{\#} , \exists x_{k}\in C_{k}(k\in N) with x_{k}\rightarrow NX }






各  $\alpha$\in]0 , 1 ] に集合 F( $\alpha$) \subset \mathbb{R}^{n} を対応させる写像 F を ] 0 , 1] から \mathbb{R}^{n} への集合値写像
といい、 F : ]0, 1 ] \rightarrow \mathbb{R}^{n} と表す。 F が単調減少 (非増加) であるとは、  $\alpha$ < $\beta$ となる任
意の  $\alpha$,  $\beta$\in]0 , 1 ] に対して F( $\alpha$) \supset F( $\beta$) であるときをいう。 F が閉値であるとは、任意
の  $\alpha$\in]0 , 1 ] に対して F( $\alpha$) が閉集合であるときをいう。
定義2 ([6] の p.152) F : ]0, 1]\rightarrow \mathbb{R}^{n} とし、 \overline{ $\alpha$}\in ]  0 , 1] とする。このとき、  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$} のとき
の F の下極限を
\displaystyle \lim \mathrm{i}\mathrm{f}F( $\alpha$)=\bigcap_{$\alpha$_{k}\rightarrow\overline{ $\alpha$}}\lim_{k $\alpha$\rightarrow\frac{\mathrm{n}}{ $\alpha$}\rightarrow}\inf_{\infty}F($\alpha$_{k})
と定義し、  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$} のときの F の上極限を
\displaystyle \lim \mathrm{s}\mathrm{p}F( $\alpha$)=\bigcup_{$\alpha$_{k}\rightarrow\overline{ $\alpha$}}\lim_{k $\alpha$\rightarrow\frac{\mathrm{u}}{ $\alpha$}\rightarrow}\sup_{\infty}F($\alpha$_{k})
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と定義する。ここで、  $\alpha$ \rightarrow \overline{ $\alpha$} は  $\alpha$ \rightarrow \overline{ $\alpha$},  $\alpha$ \in ]  0 , 1] を意味し、 \displaystyle \bigcap_{$\alpha$_{k}\rightarrow\overline{ $\alpha$}} ) \displaystyle \bigcup_{$\alpha$_{k}\rightarrow\overline{ $\alpha$}} はそれぞ
れ $\alpha$_{k} \rightarrow\overline{ $\alpha$} となる任意の実数列 \{$\alpha$_{k}\}_{k\in \mathrm{N}} \subset ]  0 , 1] に関する共通部分,和集合を意味する。
\displaystyle \lim\inf_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}}F( $\alpha$)=\lim\sup_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}}F( $\alpha$) のとき、  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$} のときの F の極限が存在するといい
\displaystyle \lim_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}}F( $\alpha$)=\lim_{ $\alpha$\rightarrow\frac{\mathrm{n}}{ $\alpha$}}\mathrm{i}\mathrm{f}F( $\alpha$)=\lim \mathrm{s}\mathrm{p}F( $\alpha$) $\alpha$\rightarrow\frac{\mathrm{u}}{ $\alpha$}
と定義する。さらに、  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}- によって  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$},  $\alpha$ \in ]  0, \overline{ $\alpha$}] を表し、 $\alpha$_{k} \rightarrow\overline{ $\alpha$}- によって
$\alpha$_{k}\rightarrow\overline{ $\alpha$}, \{$\alpha$_{k}\}_{k\in \mathbb{N}}\subset]0, \overline{ $\alpha$}] を表し、  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}+ によって  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$},  $\alpha$\in [\overline{ $\alpha$} , 1 ] を表し. $\alpha$_{k}\rightarrow\overline{ $\alpha$}+
によって $\alpha$_{k} \rightarrow \overline{ $\alpha$}, \{$\alpha$_{k}\}_{k\in \mathbb{N}} \subset [\overline{ $\alpha$} , 1 ] を表し、同様に  $\alpha$ \rightarrow \overline{ $\alpha$}- のときの F の左下極限
\displaystyle \lim\inf_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}-}F( $\alpha$) , 左上極限 \displaystyle \lim\sup_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}-}F( $\alpha$) , 左極限 \displaystyle \lim_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}-}F( $\alpha$) および  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}+ の
ときの F の右下極限 \displaystyle \lim\inf_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}+}F( $\alpha$) ) 右上極限 \displaystyle \lim\sup_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}-}F( $\alpha$) , 右極限 \displaystyle \lim_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}+}F( $\alpha$)
を定義する。
定義3 ([6] の Definition 5.4) 集合値写像を F: ] 0, 1 ] \rightarrow \mathbb{R}^{n} とし、 \overline{ $\alpha$}\in ]  0 , 1] とする。 F
が \overline{ $\alpha$} において下半連続であるとは
\displaystyle \lim_{ $\alpha$\rightarrow}\inf_{ $\alpha$}\mathrm{F}( $\alpha$)\supset \mathrm{F}(厨)
となるときをいい、 F が \overline{ $\alpha$} において上半連続であるとは
\displaystyle \lim \mathrm{s}\mathrm{p}F( $\alpha$) $\alpha$\rightarrow\frac{\mathrm{u}}{ $\alpha$} \subset F(\overline{ $\alpha$})
となるときをいう。 F が \overline{ $\alpha$} において連続であるとは、 F が \overline{ $\alpha$} において下半連続かつ上半
連続、すなわち
\displaystyle \lim_{ $\alpha$\rightarrow $\alpha$}F( $\alpha$)=F(\overline{ $\alpha$})
のときをいう。さらに、上記の  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$} を  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}- に置き換えることよって F の \overline{ $\alpha$} に
おける左下半連続性,左上半連続性,左連続性を定義し、上記の  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$} を  $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}+ に置
き換えることよって F の \overline{ $\alpha$} における右下半連続性,右上半連続性,右連続性を定義する。
また、 F が任意の  $\alpha$\in ]  0 , 1] において連続,左連続,右連続のときは、単に F は連続,左
連続,右連続であるという。
命題1 F : ]0 , 1 ] \rightarrow \mathbb{R}^{n}, \overline{ $\alpha$} \in]0 , 1 ] とし、 F は単調減少であるとする。このとき、
\displaystyle \lim_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}}F( $\alpha$) = F(\overline{ $\alpha$}) であるための必要十分条件は、 \displaystyle \lim_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}-}F( $\alpha$) = \displaystyle \lim_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}+}F( $\alpha$) =
F(\overline{ $\alpha$}) となることである。
命題2 F : ]0, 1]\rightarrow \mathbb{R}^{n}, \overline{ $\alpha$} \in]0 , 1 ] とし、 F は単調減少であるとする。このとき、次の
(\mathrm{i})-(\mathrm{v}\mathrm{i}) は同値になる。
(i) \displaystyle \lim_{ $\alpha$\rightarrow $\alpha$-}F( $\alpha$)=F(\overline{ $\alpha$})
(ii) \displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}F($\alpha$_{k})=\mathrm{F}(\overline{ $\alpha$}) for $\alpha$_{k}\rightarrow\overline{ $\alpha$}-
(iii) \displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}F($\alpha$_{k})=F(\overline{ $\alpha$}) for $\alpha$_{k}\nearrow\overline{ $\alpha$}
(iv) \cap \mathrm{c}1(F( $\alpha$))=F(\overline{ $\alpha$})
 $\alpha$\in]0,\overline{ $\alpha$}[
(v) \cap \mathrm{c}1(F($\alpha$_{k}))=F(\overline{ $\alpha$}) for $\alpha$_{k}\rightarrow\overline{ $\alpha$}-
k\in \mathbb{N}
(vi) \displaystyle \bigcap_{k\in \mathbb{N}}\mathrm{c}1(F($\alpha$_{k}))=F(\overline{ $\alpha$}) for $\alpha$_{k}\nearrow\overline{ $\alpha$}
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ここで、 $\alpha$_{k} \nearrow\overline{ $\alpha$} は $\alpha$_{k} \rightarrow\overline{ $\alpha$}- かつ \{$\alpha$_{k}\}_{k\in \mathbb{N}} が単調増加 (非減少) であることを意味す
る。
命題3 F : ]0,  1]\rightarrow \mathbb{R}^{n}, \overline{ $\alpha$} \in]0, 1[ とし、 F は単調減少であるとする。このとき、次の
(\mathrm{i})-(\mathrm{v}\mathrm{i}) は同値になる。
(i) \displaystyle \lim_{ $\alpha$\rightarrow\overline{ $\alpha$}+}F( $\alpha$)=F(\overline{ $\alpha$}) (iv) cl (\displaystyle \bigcup_{ $\alpha$\in]\overline{ $\alpha$}1]},F( $\alpha$)) =F(\overline{ $\alpha$})
(ii) \displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}F($\alpha$_{k})=F(\overline{ $\alpha$}) for $\alpha$_{k}\rightarrow\overline{ $\alpha$}+ (v) cl (\displaystyle \bigcup_{k\in \mathbb{N}}F($\alpha$_{k})) =F(\overline{ $\alpha$}) for $\alpha$_{k}\rightarrow\overline{ $\alpha$}+
(iii) \displaystyle \lim_{k\rightarrow\infty}F($\alpha$_{k})=F(\overline{ $\alpha$}) for $\alpha$_{k}\searrow\overline{ $\alpha$} (vi) cl (\displaystyle \bigcup_{k\in \mathbb{N}}F($\alpha$_{k})) =F(\overline{ $\alpha$}) for $\alpha$_{k}\searrow\overline{ $\alpha$}





\mathbb{R}^{n} 上のファジイ集合 \overline{\mathcal{S}} とそのメンバーシップ関数を同一視し、その同一視されたメン
バーシップ関数も \overline{s} : \mathbb{R}^{n}\rightarrow [0 , 1 ] と表す。 \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) を \mathbb{R}^{n} 上のすべてのファジイ集合の集
合とする。 \overline{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) と  $\alpha$\in ]  0 , 1] に対して \overline{s} の  $\alpha$- レベル集合は
[\urcorner s_{ $\alpha$}=\{x\in \mathbb{R}^{n}:\overline{s}(x)\geq $\alpha$\}
と定義される。クリスプ集合 S\subset \mathbb{R}^{n} に対して、 S の指示関数は各 x\in \mathbb{R}^{n} に対して
c_{S}(x)= \left\{\begin{array}{l}
1 \mathrm{i}\mathrm{f} x\in S\\
0 \mathrm{i}\mathrm{f} x\not\in S
\end{array}\right.
である cs : \mathbb{R}^{n}\rightarrow\{0 , 1 \} と定義される。 \overline{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) は
\displaystyle \overline{s}=\sup_{ $\alpha$\in]0,1]} $\alpha$ c_{[\neg s_{ $\alpha$}}
と表現でき、表現定理または分解定理として知られている (例えば、[1, 4] 参照) 。 \overline{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})
が閉であるとは、写が上半連続であるときをいう。言 \in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) が閉であるための必要十
分条件は、任意の  $\alpha$\in ]  0 )1] に対して [司  $\alpha$ が閉集合になることである。  C\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) を \mathbb{R}^{n} 上
のすべての閉ファジイ集合の集合とする。 \overline{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) が頑健的であるとは、cl (\{x\in \mathbb{R}^{n} :






ファジイ集合を集合値写像によって特徴付けるために、 \mathcal{D}S(\mathbb{R}^{n}) を ] 0 )1] から \mathbb{R}^{n} への
単調減少集合値写像すべての集合とし、 C\mathcal{D}\mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) を ] 0 , 1] から \mathbb{R}^{n} への閉値単調減少集
合値写像すべての集合とし、さらに
\mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) = { F\in \mathcal{D}S(\mathbb{R}^{n}) : \displaystyle \bigcap_{ $\beta$\in]0, $\alpha$[}F( $\beta$)=F( $\alpha$) for any  $\alpha$\in]0 , 1]}
CS(\mathbb{R}^{n}) = { F\in C\mathcal{D}S(\mathbb{R}^{n}) : \displaystyle \bigcap_{ $\beta$\in]0, $\alpha$[}F( $\beta$)=F( $\alpha$) for any  $\alpha$\in]0 , 1]}
\mathcal{L}\mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) = { F\in \mathcal{D}S(\mathbb{R}^{n}) : F is left‐continuous}
\mathcal{R}\mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) = { F\in \mathcal{D}\mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) : F is right‐continuous}
\mathcal{L}\mathcal{R}S(\mathbb{R}^{n}) = { F\in \mathcal{D}S(\mathbb{R}^{n}) : F is continuous}
とする。次に、 G : \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) \rightarrow \mathcal{D}\mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) を各 \overline{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) に対して
G(\overline{s})( $\alpha$)=[\neg s_{ $\alpha$},  $\alpha$\in]0, 1]
で定義される G( $\gamma$ s \in \mathcal{D}S(\mathbb{R}^{n}) が対応する写像とし、 H : \mathcal{D}\mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) \rightarrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) を各 F \in
\mathcal{D}S(\mathbb{R}^{n}) に対して
H(F)=\displaystyle \sup_{ $\alpha$\in]0,1]} $\alpha$ c_{F( $\alpha$)}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})
が対応する写像とする。また、任意の空でない集合 S に I_{S} : S\rightarrow S を恒等写像とする。
G(\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})) \subset S(\mathbb{R}^{n}) であり、各 F\in \mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) に対して [H(F)]_{ $\alpha$}=F( $\alpha$) ,  $\alpha$\in ]  0 , 1] であり、
G\mathrm{i} : \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) \rightarrow S(\mathbb{R}^{n}) , H\mathrm{i} : S(\mathbb{R}^{n}) \rightarrow \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) をそれぞれ各 \overline{s}\in \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) に対して G\mathrm{i} =
G③ とし、各 F\in S(\mathbb{R}^{n}) に対して H_{1}(F)=\mathrm{H}(\mathrm{F}) とすると、 H_{1}\circ G_{1}=I_{\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})}, G_{1}\circ H_{1}
=I_{\mathcal{S}(\mathbb{R}^{n})} となることが知られている (例えば、[1, 4] 参照) 。ここで、 G(\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})) は \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})
の G による像を表し、 \circ は合成写像を表す。すなわち、  G_{1}, H_{1} は全単射になり、 \mathcal{F}(\mathbb{R}^{n})
の要素と S(\mathbb{R}^{n}) の要素の間には1対1の対応があることがわかる。
命題4 G_{2} : C\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) \rightarrow \mathcal{L}S(\mathbb{R}^{n}) , \mathrm{H}_{2} : \mathcal{L}S(\mathbb{R}^{n})\rightarrow C\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) をそれぞれ各 \overline{s}\in C\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) に
対して G_{2}(\overline{s})=G(旬 とし、各 F\in \mathcal{L}S(\mathbb{R}^{n}) に対して H2 (F)=\mathrm{H}(\mathrm{F}) とすると、H2 G2
=I_{C\mathcal{F}(\mathrm{R}^{n})}, G_{2}\circ H_{2}=I_{\mathcal{L}S(\mathbb{R}^{n})} となる 。
命題4より、G2, H_{2} は全単射になり、 C\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) の要素と \mathcal{L}S(\mathbb{R}^{n})=CS(\mathbb{R}^{n}) の要素の問
には1対1の対応があることがわかる。
命題5 G_{3} : \mathcal{R}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) \rightarrow \mathcal{L}\mathcal{R}\mathcal{S}(\mathbb{R}^{n}) , H_{3} : \mathcal{L}\mathcal{R}S(\mathbb{R}^{n}) \rightarrow \mathcal{R}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) をそれぞれ各 \overline{s} \in
\mathcal{R}\mathcal{F}(\mathbb{R}^{n}) に対して G_{3}(\overline{s}) =G(\overline{s}) とし、各 F\in \mathcal{L}\mathcal{R}S(\mathbb{R}^{n}) に対して H_{3}(F) =\mathrm{H}(\mathrm{F}) とす
ると. H_{3}\circ G_{3}=I_{\mathcal{R}\mathcal{F}(\mathrm{R}^{n})}, G_{3}\circ H_{3}=I_{\mathcal{L}\mathcal{R}\mathcal{S}(\mathbb{R}^{n})} となる 。
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